VERSTEHEN WIR DAS OHMSCHE GESET?Z

UND DEN WIDERSTAND DER METALLE

F. HUND

Das vor 150 Jahren entdeckte Ohmsche Gesetz fand eiln
Teilverst&ndnis kurz nach der Jahrhundertwende und kann
nach Abschluf der Quantenmechanik als verstanden gelten.
Wir schreiben es als Beziehung Zwischen Spannung uhd Strom-

stdrke:

(1.3

oder zwischen elektrischer Feldstirke und Stromdichte
(isotropes Material vorausgesetzt):

E=pl (2)

Wwo P eine Stoffeigenschaft bezeichnet. Es hat drei be-
ﬁerkenswerte Eigenschaften:

1. Es ist eine lineare Beziehung. Wir sehen es also nicht
als Definition des spezifischen Widerstandes P an, son-
dern meinen, dak es mit einer von der Stromdichte unabhdngi-
gen Gréfe P in weiten Bereichen, besonders bei Metallen,
gilEs

2. Es ist nicht invariant gegen Bewegungsumkehr, Beispiel

eines irreversibeln Vorganges.



3. Die GroRBe P hédngt von der Temperatur und von den
charakteristischen Eigenschaften des Stoffes ab.
Wir wollen sehen, wie weit wir diese drei Eigenschaften

verstehen.

Die Linearitét

Sie kann bedeuten, daR wir es mit einem einfachen
Vorgang oder mit einer Ndherung flir kleine GrdRen zu tun
haben. Das zwelte ist der Fall. Zwar wird die Vakuumelek-
trodynamik mit den 1inearén Maxwellschen Gleichungen be-
schrieben; aber die elektrischen Vorgdnge in der Materie
sind komplex. Also ist das Ohmsche Gesetz wohl eine lineare
N&herung. Bei Metallen gilt es aber recht genau. Sind die
in (2) vorkommenden Grdfen wirklich klein? Wir miissen zu-
erste fragen, wogegen klein? Gibt es naturgegebene univer-
selle MaRstdbe? Die klassische Mechanik ist skaleninvariant;
man kann die Massen, Ldngen, Zeiten je mit einem willklr-
lichen Faktor multiplizieren, die Gleichungen bleiben die-
selben. Die gebrduchlichen Einheiten kg, m, s beruhen auf
Eigenschaften unseres speziellen Planeten Erde. Die Stoff-
eigenschaften jedoch deuten auf naturgegebene universelle
Einheiten hin; eine Theorie der Stoffe kann nicht skalen-
invariant sein. Flr die Atomhiillen und damit die meisten
Stoffeigenschaften sind die natlirlichen Einheiten m, e, h,

Masse des Elektrons, elektrische Elementarladung und elemen-



tares Wirkungsquantum; m und e sind Eigenschaften des
Modells, das wir uns vom Atom machen; h ist die GrdBe, die
die anschauliche Beschreibbarkeit einschrdnkt und damit das
Atom denkmdglich macht. Die wichtigsten aus m,:e, h ab-

geleiteten "atomaren" Einheiten sind (sehr abgerundet) die

10 =47

Linge 0,5 * 10 m, die Zeit 2 - 10 s, die Temperatur

3 105 K, die elektrische Spannung 27 V, die elektrische

Faldetiske 5 + A0 §fm und die Sreowdichts 9 » gl 2

012

A/m
oder 2 - 1 A/mmz.

Beim Experimentieren mit Metallen sind die vorkommenden
Stromdichten sehr klein verglichen mit 2 - 1012 A/mm2 und
die Feldstirken sehr klein gegen 5 - 10'! v/m. Die Linearitit
des Ohmschen Gesetzes ist darum verstdndlich.

Fir den spezifischen Widerstand p ist die atomare
Einheit 2 * 107/ g?m, das entspricht einem Ohm bel einem
Draht von 1 mm2 Querschnitt und 5 m L&nge. Die wirklichen
Widerstdnde der Metalle bei Zimmertemperatur sind von dieser
Gféﬁenordnung. Ein Ohm wird bei 1 mm? Querschnitt darge-
stellt durch einen Quecksilberfaden von 1 m Ld&nge, einen
Eisendraht von 10 m L&nge, einen Silberdraht von 70 m Lidnge.

Die gendherte Ubereinstimmung mit der atomaren Einheit hat

aber keinen einfachen Grund.

Die Irreversibilitdt

Dem nicht durch Physik verdorbenen Menschen erscheinen

nicht umkehrbare Vorgdnge als die natlirlichen. Die aristote-



lische Bewegungslehre, die eine Physik des Augenscheins
war, gelangte zu dem Gesetz T rnv Rv zwischen Antrieb, Wider-
stand und Geschwindigkeit filir natlirliche und gewaltsame Be-
wegungen; das Gesetz ist nicht invariant gegen Zeitumkehr;
die natlrlichen Bewegungen galten als Ausgleich eines un-
natlirlichen Zustandes. Das Ohmsche Gesetz ist von diesem
Typus; es handelt von einem Ausgleichsvorgang, einem Vor-
gang, bei dem die Reibung wichtig und die Trdgheit zu ver-
nachldssigen ist. In der Optik sehr guter Leiter benutzt
man das allgemeinere Gesetz

_ di .
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bei Supraleitern fdllt das zweite Glied der rechten Seite
fort. Bel sehr guten Leitern liberwiegt der EinfluR der Trag-

heit, bei gew8hnlichen Leitern der EinfluR einer Reibung.

Das Ohmsche Gesetz ist ein Grenzgesetz nicht nur fir
die kleinen Feldstdrken und Stromdichten, sondern auch fiir

die vorkommenden nicht kleinen Widerstande.

Flir die heutige Physik sind die Grundgesetze invariant
gegen Zeitumkehr. So kommt es zu der Frage: wie folgt ein
nicht zeitumkehrinvariantes Gesetz, wie das Ohmsche, aus
zeitumkehrinvarianten Grundgesetzen? Nun, der Physiker
versteht das als Ubergang in einen wahrscheinlicheren Zustand.
Ersetzen wir (ohne wesentliches zu dndern) die Elektrizi-

tdtsleitung bei konstanter Spannung, die ein FlieRBgleich-



gewicht ist, durch den Spannungsausgleich zwischen zwei
begrenzten Leitern, die durch einen diinnen Draht verbunden
seien, also durch einen Vorgahg, der einem Gleichgewicht
zustrebt. Wir haben dann ziemlich das Gleiche wie den
Druckausgleich des Gases in zwei Kamﬁern, die durch eine
enge Offnung verbunden sind. Nehmen wir zwei gleiche

Kammern an und beginnen wir mit einer leeren Kammer, also

den Molekelzahlen N, = 0. Ny = N, sc wird Ni(t) bei kleiner

Zahl N etwa durch die Abb. 1 wiedergegeben. Ni bleibt in

Abb..1% ModelI"eines 1irreversibeln Vorganges

der N&dhe von N/2. Vom ersten Anfang abgesehen, ist der
Verlauf (statistisch genommen) symmetrisch in den beiden
Zeitrichtungen. Wenn eine mérkliche Schwankung auftritt,
so erwarten wir, daB sie sich nach der Zukunft hin ab-
nimmt und in der Vergangenheit entsprechend zugénommen hat.
Man kann die Vorgdnge durch "Entropiespiele" (etwa das
Ehrenfestsche Urnenspiel) simulieren und so v8llig durch-
sichtig machen; die Anderungen gehen dann in diskreten
Schritten. Warhscheinlich ist dann fir die Zukunft eine

Anderung:



AN1N N, = N,

AN, -N) ~ - 2(N, -N,),

also ein Verlauf der Differenz

LR -
Fiir die Vergangenheit (wenn man sie nicht zur Kenntnis
genommen hat) gilt <
g #g
Die Schwankungen zeigen keine Unsymmetrie beziliglich der
beiden Zeitrichtungen. Uber eine grdfere Schwankung
wundern wir uns, und wir wenden dann flir die Zukunft den
zwelten Hauptsatz der Theorie der Wdrme an. Ganz grofe
Abweichungen vom Gleichgewicht (wie den Anfang der Abb. 1)
sehen wir als kilinstlich hergestellt an oder als unbegreif-

bare Eigenschaft unserer Welt.

Die Irreversibilitdt von Vorgdngen beruht auf ausge-
fallenen Anfangsbedingungen. Der Zweite Hauptsatz gilt,
weil die Welt in einem sehr unwahrscheinlichen Zustand ist,
also auf einem kosmologischen Faktum, das wir physikalisch

nicht verstehen.

Die Reversibilitdt kleiner Schwankungen wird bei der
Ableitung der Onsagerschen Relationen benutzt. Solange fir
Ausgleichsvorgdnge noch lineare Sdtze gelten (wie flr die

elektrische und thermische Leitf&higkeit), behandelt man



sie wie Folgen kleiner Schwankungen. So ist die Theorie
komplizierter Transportvorgidnge in Materie ein Tummel-
platz flir die Onsagerschen Relationen, und es gibt einen

Zweig, den man "linear response theory" nennt.

Wovon hdngt der elektrische Widerstand ab?

Die Erfahrung zeigt uns Isolatoren, Halbleiter,
Metalle; bei den letzteren ist der spezifische Widerstand
p ungefdhr der Temperatur proportional. Bei verschiede-
nen Stoffen ist verschieden; bei Ag, Cu, Al ist p gering,
bei Fe grol. Woher kommt der Widerstand? Worin besteht

die Reibung?

Etwa um die Mitte der Zeit zwischen Ohms Entdeckung
und heute gelang ein Teilverstdndnis mit einem einfachen
Modell: Im Metail bewegen sich Elektronen und stoben ge-
legentlich auf Hindernisse, unterliegen so einer ARt
Reibung. Unterscheidet man eine mittlere Geschwindigkeit
u der Elektronen in der Richtung des Stromes und eine
mittlere Geschwindigkeit v ihrer ungeordneten Bewegung,
die sie w&hrend elner Zeit 1/v ausfiihren, die durch eine
mittlere Wegldnge | begrenzt ist, so 1éﬁt-sich bei n

Elektronen in der Raumeinheit die Stromdichte als

i=-enu

schreiben und u als Folge der elektrischen Kraft ansehen:



mu =-eaE-L
v
Man erhdlt so
_ mv

d.h. eine einfache Abhd&ngigkeit von n, 1, v. Wenn man eine
fest Zahl von Leitungselektronen annimmt, wird 1/n dem
Atomvolumen §2 proportional. Die empirischen -Werte
nehmen, grob gesprochen, bei chemisch &hnlichen Metallen

mit dem Atomvolumen zu. Cu, Ag, Au sind sehr gute Leiter,

in der Reihe Na, K, Rb, Cs nimmt der spezifische Widerstand
zu. Wenn man jedoch, den damaligen Anschauungen entsprechend,
fir 1 den Atomabstand “J§2h@ und vznfT setzt, so er-

hdlt man mit

0 n;§22/3 VT

etwas, was der Erfahrung nicht entspricht. Diese entsprach

vielmehr einer von W. Wien 1913 aufgestellten Hypothese:

V ist temperaturunabhidngig, und der "Wirkungsquerschnitt”
(:j'2 = 1/nl1 ist nicht der Querschnitt eines Atoms sondern

ein durch die Wdrmeschwingung der Atome bedingter zusdtz-

licher Querschnitt ( ~ T). Beides konnte 15 Jahre spdter

aus der Quantentheorie geschlossen werden.

Die etwa 1927 vollendete Quantentheorie brachte zweil
entscheidende Neuigkeiten. Die Unteilbarkeit des Wirkungs-
quantums h ergab die quantentheoretische Unbestimmtheit,

den Dualismus Welle-Teilchen, das Ubergreifen der Wellen-



funktion in benachbarte Potentialmulden, den "Tunneleffekt".
Die Unteilbarkeit des Elektrons bedeutete die Ununterscheid-
barkeit von Elektronen und die Fermi-Statistik. Fir die
Stoffeigenschaften sind beide Zlige wichtig. Die aus dem
erstgenannten Zug folgenden diskreten Energiezustédnde eines
Atoms sind wegen des zweiten Zuges bis zu einer Stelle
besetzt. Bei einer Molekel aus zwel gleichen Atomen sind
wegen des zweiten Zuges die Energien paarweise geordnet.

Bei einer Anhdufung von N gleichen Atomen entstehen Gruppen
von je N Energiewerten; beil einer unendlichen periodischen
Folge gleicher Atome entstehen "Energiebdnder" einfacher

Struktur, die bis zu einer Energie Q besetzt sind (Abb. 2).
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Abb. 2: Elektronenterme im eindimensionalen Modell

P

eines Atoms, einer zweiatomigen Molekel,

eines Kristallgitters

Bei "Valenzstrukturen", wie Molekelgitter oder Diamant-
gitter, f&d1lt g in eine Bandllicke, man erhdlt im Ideal-
fall einen Isolator (oder bei schmaler Llicke einen Halb-
leiter); bei "dichten Packungen" erhdlt man metallische
Leiter.

Die einfache Widerstandsformal

2
P=gZ~vO )
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gilt auch in der Quantentheorie, Vv ist jetzt die temperatur-
unabhingige Geschwindigkeit an der Fermi-Grenze [  und
1/n1 bezeichnet jetzt die Abweichung von der Periodizitdt

des Kristallgitters. Bei Baufehlern ist

2 .
0‘ NnF.

proportional der Anzahl der Fehlstellen in der Raumeinheit;
infolge der temperaturbedingten Schwingungen kommt (bei nicht

zu tiefen Temperaturen)

| 2
g TM W (5)
hinzu, wo M die schwingende Masse: (1) eine mittlere Fre-
quenz der Schwingung ist. Nach dieser einfachen Vorstellung
ist der elektrische Widerstand ein Ausdruck der Baufehler

und der elastischen Eigenschaften des Metallgitters.

Wir haben jetzt zu priifen, ob neben Baufehlern und
elastischen Eigenschaften noch andere Ziige der Elektronen-
struktur, die man qualitativ als groBere oder geringere

"Freiheit" der Elektronen bezeichnen kann, mitwirken.

Prifung des einfachen Modells

In atomaren Einheiten reduzieren sich (4) und (5) auf

_ v T
P= ¥o2

Die Fermistatistik ergibt v umgekehrt proportional zum Atom-

abstand, in atomaren Einheiten

v= Q13
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2
dimensionsmdRig wird (M wW ist Energie: LéngeQ):

Mw? = Q1

sodaR wir

p:Qz/BT (6)

erhalten. Dabei m8gen noch Faktoren zwischen 1 und 10
stehen. Die Temperaturabhdngigkeit ist bei nicht zu tiefen
Temperaturen empirisch bestdtigt. Die Tabelle vergleicht
den so errechneten Widerstand mit dem bei Zimmertemperatur,

T = 10—3 (in atomarer Einheit), gemessen.

' 2/3
Tﬁz' fdon T Pemp
Na 270 0,04 042
Ag 116 0502 0,07

Die Dimensionsbetrachtungen geben also die richtige Gr&Ren-

anordnung.

DaB die Widerstdnde gerade wenig unterhalb der atomaren
Einheit liegen, kommt daher, daf} grofes Atomvolumen und

niedrige Temperatur einander entgegenwirken.

Statt durch das Atomvolumen k&nnen wir das elastische
Verhalten durch die (den Verlauf der spezifischen Wirme
kennzeichnende) "Debye-Temperatur" @ ausdriicken. In

atomaren Eilnheiten ist

@ =
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also

T
p:
QL3 we?
Rechnet man danach das Verhdltnis der Widerstédnde von Na
und Ag aus, so bekommt man 6 bis 7, statt 2 der obigen

Tabelle; in Wirklichkeit ist es 3.

Ag leitet besser, weil es "steifer" ist, aber doch

nicht so gut, als der Steifheit entspricht.

Wir betrachten jetzt im einzelnen die empirische Korre-

lation zwischen Atomvolumen §? und Widerstand p

Ba
F" ,rg;

20
10
5
Be éN.
2 IAU "
Cu Ag
{ -2 5 10 Q

Abb. 3: Atomvolumen und spezifischer Widerstand

In Abb. 3 sind flir eine Anzahl chemischer Elemente diese
GrdRen in logarithmischem Mafstab und willklirlichen Ein-

5 i ; 2/3 ;
heiten angegeben. Die Beziehung prvfl/ erscheint
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jetzt als Grenze, rechts und unterhalb derer nichts vor-
kommt; was weiter links oberhalb liegt, zeigt eine "Unfrei-

heit" der Elektronen an.

Die einwertigen Elemente Na, K, Rb; Cs zeigen quali-
tativ die Zunahme von P mit Q . Cu, Ag, Au leiten
besser, weil die Atome kleiner sind, aber dariiber hinaus
noch etwas besser, weil ihre Gitter verhdltnismidRig steif
sind. Cu und Au leiten dabei verhdltnismdfig schlechter
als Ag, sie sind auch weniger einwertig als Ag. Wir be-
merken eine gewisse Unfreiheit der Elektronen bei Cu, Au,
Li, Rb, Cs. Die zwei- und dréiwertigen Elemente leiten,
als hdtten sie nur ein Elektron je Atom oder schlechter.
Die Zahl der Valenzelektronen zeigt sich nicht, sie wird
irgendwie durch deren Unfreiheit kompensiert. Das zeigt

sich auch bei Sn und Ph, noch stdrker bei Fe.

Die Elektronenstruktur eines Atoms wird in der Ein-
Elektron-N&herung durch die Energiewerte E(n,1) der ein-
zelnen Elektronen ausgedrilickt; besonders wichtig sind die
in der N&he der Besetzungsgrenze g liegenden. Die
Elektronenstruktur in einem Kristallgitter wird durch die
Funktion E(n, k) ausgedriickt, wo K der Wellenzahlvektor
ist. E(k ) ist periodisch mit den Perioden des reziproken
Gitters. Bei den Metallen ist die Flédche E (k) ZE

im Wellenzahlraume, die "Fermi-Fldche" wichtig.

Die einwertigen Metalle Na und K haben fast kugel-
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formige Fermi-Fl&chen, die Elektronen verhalten sich fast
wie freie Elektronen. Rb, Cs zeigen kleine Abweichungen von
der Kugel, Li ebenfalls. Die Fermi-Fldchen von Cu, Ag, Au
bestehen aus Kugeln, die periodisch im K Raum angeordnet
und durch enge "Hdlse" miteinander verbunden sind; bel Ag
sind die H&lse am diinnsten. Wir sehen also bei den ein-
wertigen Metallen qualitativ eine Korrelation zwischen

Fermi-Fldche und Widerstand.

Bei den zweiwertigen Metallen kann man nicht von
gendhert freien Elektronen sprechen. Im gedachten Grenz-
fall starker Bindung der Elektronen an die Atomreste haben
wir abgeschlossene Sz—Schalen, also Isolatoren. In der
Ndherung freier Elektronen unter Beriicksichtigung der perio-
dischen Wiederholung von E(K ) erhalten wir kleine Fermi-

Fldchen. Abb. 4 gibt diese im zweidimensional vereinfachten

P-- ﬂ% ﬂye
/i c 1
Abb. U4: Zweidimensionales Modell der Fermi-Fldche eines

zwelwertigen Metalls. a. Freie Elektronen.

b. Erstes Band. c¢. Zweltes Band.
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Modell wieder; im ersten Band sind alle -Stellen bis auf
die kleinen Gebiete besetzt:; im zweiten Band sind nur die
kleinen Gebiete besetzt. Die zweiwertigen Metalle sind
"beinahe Isolatoren". Empirisch leiten Mg und Ca noch ver-
hdltnismdRig gut, die anderen leiten schlechter. Auch Zn,

Cu und (festes) Hg weichen stark vom Verhalten freier Elek-
tronen ab. Zwischen den besonderen Verhdltnissen der feinen,
zierlichen Fermi-Fl&chen und dem elektrischen Widerstand

besteht keine deutliche Korrelation.

As, Sb, Bi sind ihrer Gitterstruktur nach "Halbmetalle,
beinahe Isolatoren"; sie haben auch groRe spezifische

Widersténde.

Grob qualitativ verstehen wir den elektrischen Wider-
stand der Metalle als Folge der elastischen Eigenschaften,
modifiziert durch die Elektronenstruktur. Aber der elek-
trische Widerstand (ohne MagnetfeldeinfluR) ist sicher
kein geeignetes Mittel, die Gestalt der Fermi-Fldche zu

erforschen.

Blicken wir auf die seit Ohms Entdeckung verflossene
Zeit zurtlick:
Vor 150 Jahren wurde das Ohmsche Gesetzt entdeckt,
vor 75 Jahren das Modell der Elektronen mit begrenzten

Wegldngen gefunden,
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vor gut 60 Jahren wurden wesentliche Zlige der Elektronen-
leitung erkannt,

vor 50 Jahren wurde die Quantenmechanik geschaffen, die
besonders mittels der Schrddinger-Gleichung eine Theorie
des elektrischen Widerstandes ermdglichte,

vor 20 Jahren lebte die "Fermiologie" auf, die Erforschung

der Fermi-Fl&chen.



